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N
Gradiente

Considere uma funcido de duas varidveis f( y). O gradiente da fun¢do f
no ponto (xg, o) é o vetor (denotado por V f(zg,yo)) e definido por

V f(zo,y0) = (gi(ffo,yo) gf (w0, 90))
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N
Gradiente

Exemplo: Considere f(z,y) = 2%y® + 2x. Determine V f(1,1).
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Exercicio

Considere f(x,y) = 2? + y*. Determine Vf(1,1) e faga um esbogo no
plano cartesiano.
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Exercicio

Considere f(x,y) = zy®. Determine o gradiente da funcio nos pontos
(1,1) e (2,0).
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N
Gradiente

Fato: O vetor Gradiente no ponto indica (aponta) a direcdo de
maior crescimento para a funcao.
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Exemplo

Suponha que um (2 dimensional) fluido corre com velocidade em médulo
dada por f(z,y) = x + ¥y, no tubo determinado por x > 0e 0 <y < 4.
Determine o gradiente da fungdo e analise o crescimento da fungdo f.
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Maximos e minimos

Problema que queremos solucionar:

Considere uma chapa metalica que sofre a a¢ao de uma temperatura dada
por T'(z,y) = 100 — 22 — 4z — 4 — y?. Para evitar problemas de
deformacao devido a temperatura, deseja-se criar um sistema de ventilacao
para a chapa, dada por um fluxo de ar. Determine o ponto da chapa onde
esse fluxo deve ser apontado para um melhor resfriamento.
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Exercicio

Suponha que em um dada chapa metadlica, a pressdo suportada em cada
ponto da chapa é dada pela fungdo f(z,y) = 2% + 12.

© Determine os pontos da chapa que suportam 4 Pa de press3o.

@ Determine os pontos da chapa que suportam 9 Pa de pressdo.

@ Calcule o gradiente da fungdo no ponto (2,2) e desenhe no grafico.
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Problema

Determinar pontos de maximos e minimos.
© Ponto de maior escoamento de fluidos
@ Melhor Ponto para apoios

© Melhor combinacao de ativos para compor uma carteira de
investimentos
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Pontos criticos

Lembrando que a direcdo do gradiente fornece a direcdo de crescimento da
fun¢do (e o oposto, indicando a dire¢do de decrescimento), entdo temos
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N
Pontos criticos

Lembrando que a direcdo do gradiente fornece a direcdo de crescimento da
fun¢do (e o oposto, indicando a dire¢do de decrescimento), entdo temos

Fato: Suponha que (z¢,y0) é ponto de maximo/minimo de uma
funcao f(x,y). Entdao Vf(xo,yo) = (0,0).
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Pontos criticos

Lembrando que a direcdo do gradiente fornece a direcdo de crescimento da
fun¢do (e o oposto, indicando a dire¢do de decrescimento), entdo temos
Fato: Suponha que (z¢,y0) é ponto de maximo/minimo de uma

funcao f(x,y). Entdao Vf(xo,yo) = (0,0).

Os pontos onde V f(zg, yo) = (0,0) sdo chamados de pontos criticos.
Assim, um ponto de maximo/minimo deve ser um ponto critico.
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Exemplo

Determine os pontos criticos da funcdo f(z,y) = z? + y>.
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Exercicio

Determine os pontos criticos da funcdo f(z,y) = 2> — .
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Exemplo/Exercicio

Determine os pontos criticos da fun¢do f(z,y) = x + y.
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Como encontrar pontos de maximos/minimos para uma dada fun¢do

f(z,y)?
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Observacao - Formalidades

As defini¢Ges e os fatos acima sdo definidas de forma local. Assim,
maximos, minimos, pontos criticos sdo definidos de forma local, no sentido
de que deve existir uma vizinhan¢a do ponto em quest3do tal que o ponto é
de maximo/minimo/critico nessa vizinhanga.

Exemplo: Encontrar o ponto de maior comércio varejista.
@ Macapa: Mercado central e Regido
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Observacao - Formalidades

As defini¢Ges e os fatos acima sdo definidas de forma local. Assim,
maximos, minimos, pontos criticos sdo definidos de forma local, no sentido
de que deve existir uma vizinhan¢a do ponto em quest3do tal que o ponto é
de maximo/minimo/critico nessa vizinhanga.

Exemplo: Encontrar o ponto de maior comércio varejista.
© Macapa: Mercado central e Regido (Maximo Local)
@ Brasil: Avenida Paulista (SP).
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Observacao - Formalidades

As defini¢Ges e os fatos acima sdo definidas de forma local. Assim,
maximos, minimos, pontos criticos sdo definidos de forma local, no sentido
de que deve existir uma vizinhan¢a do ponto em quest3do tal que o ponto é
de maximo/minimo/critico nessa vizinhanga.

Exemplo: Encontrar o ponto de maior comércio varejista.
© Macapa: Mercado central e Regido (Maximo Local)
@ Brasil: Avenida Paulista (SP).
© Mundo: Dubai Mall — Dubai
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Observacao - Formalidades

As defini¢Ges e os fatos acima sdo definidas de forma local. Assim,
maximos, minimos, pontos criticos sdo definidos de forma local, no sentido
de que deve existir uma vizinhan¢a do ponto em quest3do tal que o ponto é
de maximo/minimo/critico nessa vizinhanga.

Exemplo: Encontrar o ponto de maior comércio varejista.
© Macapa: Mercado central e Regido (Maximo Local)
@ Brasil: Avenida Paulista (SP).
© Mundo: Dubai Mall — Dubai (Méximo Global)
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Teste da Segunda Derivada

Teorema

Seja f(x,y) fungdo de duas varidveis tal que V f(a,b) = (0,0), ou seja,
(a,b) é um ponto critico de f.
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Teste da Segunda Derivada

Teorema

Seja f(x,y) fungdo de duas varidveis tal que V f(a,b) = (0,0), ou seja,
(a,b) é um ponto critico de f. Seja

H = fur(a,b) fyy(a,b) — [fuy(a,b)]? (Hessiana)
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Teste da Segunda Derivada

Teorema

Seja f(x,y) fungdo de duas varidveis tal que V f(a,b) = (0,0), ou seja,
(a,b) é um ponto critico de f. Seja

H = fur(a,b) fyy(a,b) — [fuy(a,b)]? (Hessiana)

Q Se H >0 e fzz(a,b) >0, entdo f(a,b) € um minimo local.
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Teste da Segunda Derivada

Teorema

Seja f(x,y) fungdo de duas varidveis tal que V f(a,b) = (0,0), ou seja,
(a,b) é um ponto critico de f. Seja

H = fur(a,b) fyy(a,b) — [fuy(a,b)]? (Hessiana)

Q Se H >0 e fzz(a,b) >0, entdo f(a,b) € um minimo local.
@ Se H >0 e fuz(a,b) <0, entdo f(a,b) € um maximo local.
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Teste da Segunda Derivada

Teorema
Seja f(x,y) fungdo de duas varidveis tal que V f(a,b) = (0,0), ou seja,
(a,b) é um ponto critico de f. Seja

H = fur(a,b) fyy(a,b) — [fuy(a,b)]? (Hessiana)

Q Se H >0 e fzz(a,b) >0, entdo f(a,b) € um minimo local.
@ Se H >0 e fuz(a,b) <0, entdo f(a,b) € um maximo local.

@ Se H <0, entdo f(a,b) ndo é nem minimo nem maximo local.
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Teste da Segunda Derivada

Teorema

Seja f(x,y) fungdo de duas varidveis tal que V f(a,b) = (0,0), ou seja,
(a,b) é um ponto critico de f. Seja

H = fur(a,b) fyy(a,b) — [fuy(a,b)]? (Hessiana)

Q Se H >0 e fzz(a,b) >0, entdo f(a,b) € um minimo local.
@ Se H >0 e fuz(a,b) <0, entdo f(a,b) € um maximo local.

@ Se H <0, entdo f(a,b) ndo é nem minimo nem maximo local.

Q@ Se H =0, nada se pode afirmar.

Obs (formal): A fungdo f deve ter derivadas de ordem 2 continuas.
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Exercicio

Suponha que (1,1) é ponto critico de uma fun¢do f(x,y). Em cada caso,
o que se pode dizer sobre f no ponto (1,1) se:

Q fo(1,1) =4, fyy(1,1) =1e fpy(1,1) =0.
Q fux(1,1) =3, fyy(1,1) = =2 e fpy(1,1) = 1.
Q fox(1,1) =1, fyy(1,1) =4 e fry(1,1) = 2.

C.S.Hida Cilculo Diferencial e Integral 2 18 /20



Exemplo

Considere f(x,y) = 20 — 22 — 3. Estude maximos minimos.
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Exercicio

Considere f(xz,y) = 200 + 22 + y2. Estude maximos minimos.
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